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Übersicht

• Skalen, mathematisches Handwerkszeug
• Bewegung in der Astrophysik 
• Bewegung in der Mechanik (Schulphysik!)• Bewegung in der Mechanik (Schulphysik!)
• Bewegung von Metall-Elektronen
• Bewegung von Gasen und Flüssigkeiten: Hydrodynamik
• Bewegung von Kondensaten: Quanten-Hydrodynamik

Supraleitung und Suprafluidität 
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Zeitskalen

1 S k d ( )1 Sekunde (s)

1 Tag (d) = 24 Stunden (h)

1 Jahr (a) = 365 Tage

Alter der Menschheit      THS = 100 000 Jahre

1 galaktisches Jahr      1 GJ = 225 Millionen Jahreg

Alter Sonnensystem:    TSS    =   4,60 Milliarden Jahre = 20 GJ

Alter Milchstraße:           TMS = 13,50 Milliarden Jahre = 60 GJ

Alter Universums: T = 13 75 Milliarden Jahre = 61 GJAlter Universums:          TU     = 13,75 Milliarden Jahre = 61 GJ 
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T=1GJT=1GJ

28 000 LJ
SonnensystemSonnensystem

=225 Mio a=225 Mio a
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Längenskalen

1 M t ( )1 Meter (m)

1 Kilometer                            1 km = 1000 m

1 astronomische Einheit        1 AU = 149,6 Mio. km (Erde - Sonne)

1 Lichtsekunde                       1 LS = 299 792,458 km = (1/500) AU

1 Lichtjahr                                     1 LJ = 9,5 . 1012 km = 63 240 AUj ,

Abstand Erde - Mond                             rE-M    = 1,3 LS = 384 400 km

Abstand SS – Zentrum Milchstraße                     rSS-SL =   28 000 LJ

Ausdehnung der Milchstraße d = 100 000 LJAusdehnung der Milchstraße                               dMS = 100 000 LJ
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Geschwindigkeitsskalen

1 km/h = 0,27 m/s  1 m/s = 3,6 km/h     

Usain Bolt vUB =     37 km/h
Gepard                        vG =   110 km/h
F ßb ll (R bb ) 140 k /hFußball (Robben)         vF =   140 km/h
Wanderfalke               vWF =   300 km/h
Auto                             vA = 1227 km/h
Schall (Luft)                vS = 1234 km/h
Strahlflugzeug            vSF = 3529 km/h 

Licht (Vakuum)             c = 299 792,458 km/s

Umlaufgeschwindigkeit SS Zentrum MS v = 267 km/sUmlaufgeschwindigkeit SS – Zentrum MS      vSS-MS =   267 km/s

Umlaufgeschwindigkeit Erde – Sonne                 vES =    30 km/s

Umlaufgeschwindigkeit Mond – Erde vME =     1,023 km/s
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Mathematisches Handwerkszeug: Funktionen
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Mathematisches Handwerkszeug: Zeitskalen , T

AbkliAbklingen
=exp(-t/)f(t)

t
e-1

1-e-1t Sättigung
=1-exp(-t/)f(t)Schwingung

t
=1-exp(-t/)


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=sin(2t/T)

T
t



T
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Mathematisches Handwerkszeug: Differentiation

A(x)=const

A(x)

A(x) const

A(x)

A(x+x)( )

A(x)
x

A(x+x)-A(x)=A

x x+x

Änderung
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Bewegung in der Mechanik

Zweites Newtonsches Axiom

Beschleunigung Kraft

Kräftefreie Bewegung:

Beschleunigung

Geschwindigkeit

OrtOrt
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Zur kräftefreien Bewegung

B hl i G h i di k it O tBeschleunigung 
a(t)

Geschwindigkeit 
v(t)

Ort 
x(t)

v

B
v=x/t

v0
x

tA
0

Zeit t Zeit t Zeit t
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Bewegung im Gravitationsfeld der Erde

Gravitationskraft

Ballistische Dynamik 

Beschleunigung

Geschwindigkeit

OrtOrt

Ballistische Bewegung: Wurfparabel
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Bewegung im Gravitationsfeld der Erde 

Beschleunigung Geschwindigkeit OrtBeschleunigung 
a(t)

Geschwindigkeit 
v(t)

Ort 
z(t)

v0
Zeit t h
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Zeit t
0 0

h
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Bewegung im Gravitationsfeld der Erde mit Reibung

GravitationskraftGravitationskraft

Reibungskraft (Stokes)Reibungskraft (Stokes)

Relaxations-DynamikRelaxations-Dynamik 

Relaxation der GeschwindigkeitRelaxation der Geschwindigkeit
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Bewegung im Gravitationsfeld der Erde mit Reibung

B hl i G h i di k it O tBeschleunigung 
a(t)

Geschwindigkeit 
v(t)

Ort
z(t)

0
v0

Zeit t

0
h

Zeit t

0
„Abklingen“

Zeit t

gE
gE

„Sättigung“

Zeit t
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Geschwindigkeitsprofil beim Fallschirmsprung

Fallschirmöffnung

0
Zeit t

Fallschirmöffnung

0

gE2
sanfte Landung

gE2
Beschleunigung

VerzögerungVerzögerung

gE1
unsanfte Landung

(t)
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Stromrelaxation von Metallelektronen

Elektrische KraftElektrische Kraft

Geschwindigkeitsfeld

Elektronische Stromdichte

Relaxation der Stromdichte (analog zum freien Fall 
mit Reibungskraft               )g )
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Stromrelaxation von Metallelektronen

Elektrische KraftElektrische Kraft

Geschwindigkeitsfeld

Elektronische Stromdichte

Relaxation der Stromdichte (analog zum freien Fall 
mit Reibungskraft               )g )
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Der elektrische Widerstand von Metallen

Elektrischer

zd/2
(spezifischer)
Widerstand

Verunreinigung
(elastische 
Streuung)vx(z) x

g)

Phonon
(inelastische-d/2 (
Streuung)

Elektronen-Strömung: S l it 0!Elektronen-Strömung: 
Drude- (Ohm-) Gesetz Supraleitung: =0!
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Der Strömungswiderstand von Flüssigkeiten

Scherviskositätzd/2

Rauigkeitvx(z) x

Verunreinigung-d/2

Flüssigkeits-Strömung: S fl idität 0!Flüssigkeits-Strömung: 
Hagen-Poiseuille-Gesetz Suprafluidität: =0!
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Supraleitung und Suprafluidität

Voraussetzungen für die Suprafluidität:
Flüssigkeiten bei tiefen Temperaturen. Leichte neutrale Atome.
Bose-Einstein-Statistik (Spin-0, keine Verfestigung sondern 
Entartung bei T 0). Makroskopische Besetzung des GZ (E=0)
 flüssiges 4He unterhalb T=2,17 K, atomare Gase 6Li, …

Bose Einstein
E

Bose-Einstein-
Kondensation*

(V h 1924)(Vorhersage 1924)

* Sathyendra Nath Bose, Albert Einstein, 1924 19



Supraleitung und Suprafluidität

Voraussetzungen für die Supraleitung: E
Metalle bei tiefen Temperaturen: Entartung
Elektronen gehorchen Fermi-Dirac-Statistik (Spin-½)
Formation von Elektronen-Paaren (Cooper) 
 Quasi-Bosonen mit Gesamtspin s=0
Niedrig T : einige K Hoch T : um 100 KNiedrig-Tc : einige K, Hoch-Tc : um 100 K  

E Paar-Kondensation:Paar-Kondensation:
BCS*-Mechanismus
Vorhersage: 1957Vorhersage: 1957

* John Bardeen, Leon Cooper & Robert Schrieffer, 1957 20



Bosonen und Cooper-Paare



Cooper-PaarBoson
21



Bewegung von Bose- und Paarkondensaten 

Bose-Einstein-Kondensate (Supraflüssigkeiten): k=1( p g )
Paar-Kondensate (Supraleiter):                            k=2

Kondensat-Wellenfunktion

K d t Di htKondensat-Dichte

Schrödinger Gleichung*  Quanten Hydrodynamik

Kondensat-Strom

Schrödinger-Gleichung  Quanten-Hydrodynamik

Kondensat Strom

Kondensat-Geschwindigkeit

22
* Erwin Schrödinger, 1926, Erwin Madelung, 1926



Bewegung von Bose- und Paarkondensaten 

Quanten-Hydrodynamik: Schrödinger-Gleichung für Quanten Hydrodynamik: Schrödinger Gleichung für 
liefert Beschleunigungs-Gleichungen für      : 

 Dissipationsfreie Beschleunigung des 
Paarkondensats (London):Paarkondensats (London):

 Dissipationsfreie Beschleunigung des

23

 Dissipationsfreie Beschleunigung des 
Bose-Einstein-Kondensats (Euler):



Zur Bewegung von Supraflüssigkeiten

Zeit tt it Zeit t
0

tcrit

Zum freien Fall einer 
Kugel in superfluidem 

Helium

vc<gEv(t )=v vc gE
gE

v(tcrit)=vc

freier Fall
v(t)<vv(t)

freier Fall mit Reibung
v(t)>vv(t)<vcv(t)
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Zusammenfassung

Ausgewählte Aspekte zur Bewegung in der Physik…
Zeit-, Längen und Geschwindigkeitsskalen, 

Mathematische Hilfsmittel

Kräftefreie Bewegung
Schiefer Wurf ohne und mit Reibung FallschirmsprungSchiefer Wurf ohne und mit Reibung, Fallschirmsprung

Schwingungen (mechanisch, elektronisch, (un-)gedämpft)

Bewegung elektrischer Ströme in Metallen: Drude

Bewegung von Flüssigkeiten und Gasen: Hagen-Poiseuille

Tiefe Temperaturen: Bose- und Fermi-Paar-Kondensation
Quanten-Hydrodynamik: Supraleitung und Suprafluidität
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Appendix: Zur Bewegung von Supraflüssigkeiten

Dauerströme    U-Rohr-SchwingungenMakr. Phasenkohärenz

Source: Dr. D. I. Bradley, 
Lancaster Univ UK

Becherglas-ExperimentSuperleck     krit. Geschwindigkeit

Lancaster Univ., UK

vv
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Appendix: Faszinosum Supraleitung

Makroskopische Phasenkohärenz
F. & H. London 1935, 1950, 
V.L. Ginzburg & L.D. Landau, 1950, 
J. Bardeen, L.N. Cooper & R. Schrieffer, 1957, …

Dauerströme
Heike Kamerlingh Onnes, 1912

Perfekter Diamagnetismus 
(Meißner-Ochsenfeld-Effekt)
W. Meißner & R. Ochsenfeld, 1933,

Fluxoid-Quantizierung
R. Doll & M. Näbauer, 1961 50 Jahre!,
B. Deaver & W. Fairbank, 1961

Supraströmung durch Tunnelbarrieren

50 Jahre!
p g

(Paar-Tunnel- oder Josephson-Effekt)
B. Josephson, 1962
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Appendix: Schwingungen (02/T)

Feder Pendel Schwingkreis

(t)

LCk

x(t)m m U(t)

gE

T T

U
(t)

U
(t)

Zeit tZeit t(t)
, 

(t)
, U

(t)
, 

(t)
, U

gedämpftungedämpft
Zeit tZeit tx( x(
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Appendix: Stokes- vs. Newton- Reibung

Gravitationskraft

Reibungskraft

n=1 (Stokes), n=2 (Newton)

Relaxations-Dynamik (n=1)

St k

R l ti d G h i di k it ( 1)

Stokes

Relaxation der Geschwindigkeit (n=1)

StokesStokes
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Appendix: Stokes- vs. Newton-Reibung

S

R
Stokes
(n=1)Rn
(n=1)

N tNewton
(n=2)

v
(n=2)

v
A5



Appendix: Stokes- vs. Newton-Reibung

1

00
0 42 t/
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Appendix: Zur Geschwindigkeitsrelaxation

Z it t

0
Zeit t

Beschleunigung v0<gE

v gE gE

v0

Verzögerung v0>gE

v0
v(t)
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Appendix: „-Theorien“ in der Übersicht

London-BCS: (Elektro-) Dynamik homogener Paar-Kondensate
[F & H London 1935 1950; J Bardeen L N Cooper & R Schrieffer 1957][F. & H. London, 1935, 1950; J. Bardeen, L.N. Cooper & R. Schrieffer, 1957]

Ginzburg-Landau-BCS (GLAG): Thermodynamik & Magnetostatik
nicht-homogener Paar-Kondensatenicht homogener Paar-Kondensate
[V.L. Ginzburg, L.D. Landau, 1950; A.A. Abrikosov,1957; L.P. Gorkov, 1958]

Gross-Pitaevskii: Quanten-Hydrodynamik (kontakt-) wechselwirkender (g) Q y y ( ) (g)
Bose-Einstein-Kondensate [E.P. Gross, L.P. Pitaevskii, 1961]
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Appendix: „-Theorien“ in der Übersicht (1)

London-BCS: Lineare, zeitabhängige Schrödinger Gleichung
(Elektro ) Dynamik homogener Paar-Kondensate(Elektro-) Dynamik homogener Paar-Kondensate
[F. & H. London, 1935, 1950; J. Bardeen, L.N. Cooper & R. Schrieffer, 1957]

kann gebrochene Eichsymmetrie und Eichinvarianzkann gebrochene Eichsymmetrie und Eichinvarianz
erklären: Dauerströme 

Magnetfeld-Abschirmung, London-Eindringtiefe L
Fluxoid und Fluss QuantisierungFluxoid- und Fluss- Quantisierung
Josephson-Effekt (über Hamilton-Jacobi-Gleichung)

kann nicht Paarladung 2e (ursprüngliche London-Theorie)kann nicht Paarladung 2e (ursprüngliche London Theorie)
erklären: mikroskopischer Ursprung von ns(T)=2||2  

Unterscheidung Typ-I/Typ-II-Supraleiter
nichtlokale Effekte (Oberflächen Wirbel Vortexgitter)nichtlokale Effekte (Oberflächen, Wirbel, Vortexgitter) 
lokaler Response: CV(T), L(T), s(T): T-Abhängigkeiten         
Eigenschaften der Normalkomponente A9



Appendix: „-Theorien“ in der Übersicht (2)

Ginzburg-Landau-BCS (GLAG): Stationäre, nichtlineare Schrödinger-Gl.
Thermodynamik & Magnetostatik nicht-homogener Paar-KondensateThermodynamik & Magnetostatik nicht homogener Paar Kondensate
[V.L. Ginzburg, L.D. Landau, 1950; A.A. Abrikosov,1957; L.P. Gorkov, 1958]

kann gebrochene Eichsymmetrie und Eichinvarianz
erklären: Magnetfeld Abschirmung London Eindringtiefe  (T)erklären: Magnetfeld-Abschirmung, London-Eindringtiefe L(T)

Fluxoid- und Fluss- Quantisierung
Phasenübergänge (ohne und mit) Magnetfeld (2.und 1.O.)     
l k l R C (T)  (T) i d Näh Tlokaler Response: CV(T), L(T),… in der Nähe von Tc
Typ-I/Typ-II-Supraleiter    Unterkühlung, Überhitzung)
nicht-lokale Effekte (Oberflächen, Wirbel, Vortexgitter, 

kann nicht Paarladung 2e (ursprüngliche GL-Theorie)                
erklären: mikroskopischer Ursprung von ns(T)=2||2 

V h lt b i T<<TVerhalten bei T<<Tc
Dynamik, z. B. Josephson-Effekt,…
Eigenschaften der Normalkomponente, z. B. s(T) A10



Appendix: „-Theorien“ in der Übersicht (3)

Gross-Pitaevskii: Zeitabhängige, nichtlineare Schrödinger-Gleichung
Q t H d d ik (k t kt ) h l i k d ( )Quanten-Hydrodynamik (kontakt-) wechselwirkender (g) 
Bose-Einstein-Kondensate [E.P. Gross, L.P. Pitaevskii, 1961]

kann gebrochene Eichsymmetrie und Eichinvarianz
erklären: Dynamik (Euler-Bewegungsgleichung) des Kondensats

quantisierte Wirbel (Vortizes)quantisierte Wirbel (Vortizes)
Phononen als Normalkomponente (Bogoliubov)
Landau-Kriterium für Suprafluidität     

kann nicht Mikroskopischer Ursprung von ns(T)=||2
erklären: Phonon-Roton-Spektrum der elementaren Anregungen

Eigenschaften der Normalkomponente
Temperaturabhängigkeiten

A11



Appendix: Entartung von Bosonen und Fermionen

4He:  n = 4.1021 cm-3De Broglie-Wellenlänge
( Ortsunschärfe“=Ausdehnung)

4a
T[K]10

(„Ortsunschärfe =Ausdehnung)


q.m.


klass.


Thermische De Broglie-
W ll lä (E k T)

3a

2a
 T>a T<a

T*

Wellenlänge (Eth=kBT)

a

T
Teilchen im Kubus mit der

0 10 000 T[K]
0

Kantenlänge a = (V/N)1/3=1/n1/3

Entartung qu -mech 0 10 000 T[K]
e- :  n = 3.6.1021 cm-3

Entartung, qu.-mech. 
Ununterscheidbarkeit
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Appendix: Chemisches Potential

Bose (s=0,1,…) Fermi (s= ½,…) 
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Appendix: Zur Bose-Einstein-Kondensation

Bose-Einstein-Verteilungsfunktion* g

 Makroskopische Besetzung des Grundzustands k=0
Bose-Einstein-Kondensation!

* Max Planck, 1900; S. N. Bose, A. Einstein, 1924
A14



Appendix: Zur Planck- und Bose-Verteilung

x2 (Rayleigh Jeans)x2 (Rayleigh Jeans)
xm=2.821439372…

(Wien number)

1 3/( x 1) (Pl k)

(Wien number)

1
x3/ex

x3/(ex-1)

(Wien)

(Planck)

x3/ex (Wien)

0
1/(ex-1) (Bose)

x=h/kBT0 5
0
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Appendix: Bose- und Fermi- Suprafluidität

Bose (s=0,1,…) Fermi (s= ½,…) ( , , ) ( , )

Tp p
Rotonen

TB TF
TF:TB TF Fermi 
SeeEntar tung

Phononen
Austausch-

Boson
p

Bogolonen

Phononen


Tcp=0

)
p=0 Singulett-

Paare (k=2)k=1



=0) TB: (B-E)-Kondensation
prä-existierender Bosonen

Tc: Paar-Formation
und Kondensation
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Appendix: Theorie der Supraleitung und Suprafluidität

Schrödinger-Gleichung

Makroskopische Wellenfunktion

Superfluide Dichte ns

Erhaltungssatz für ns

Suprastromdichte js

J h Gl i h

;

Josephson-Gleichung 

Beschleunigungs-
Gleichung (Euler)

A17



Appendix: BCS-Energielücke und die -Funktion

 e‐Paar-Bindungsenergie 
 Ordnungsparameter

e
Energiespektrum
bekommt Lücke 

e‐superfluide Dichte ns ep
Ordnungsparameter

Ginzburg-Landau-Bereich
A18



Appendix: Zur Fluxoid-Quantisierung

Kondensat-
S di hStromdichte

kanonischer 
Impuls

Eich-
Invarianz

Bohr-o
Sommerfeld-
Quantisierung

Fluxoid-Fluxoid
Quantisierung

A19



Appendix: Geschichte der Supraleitung

1911 (1913) Entdeckung der Supraleitung von Hg in Leiden [HKO] (100 Jahre!)

1933 F ld d ä Eff kt [W M iß R O h f ld]1933            Feldverdrängungs-Effekt [W. Meißner, R. Ochsenfeld]

1935            Erste phänomenologische Theorie [F. and H. London] 

1950 (2003) Z it hä l i h Th i [V L Gi b & L D L d ]1950 (2003) Zweite phänomenologische Theorie [V.L. Ginzburg & L.D. Landau]

1957 (1972) BCS Theorie [J. Bardeen, L.N. Cooper & R. Schrieffer]

1957 (2003) V h d Fl li i itt (T II SL) [A A Ab ik ]1957 (2003) Vorhersage  des Flussliniengitters (Typ-II SL) [A.A. Abrikosov]

1961             Fluxoid-Quantisierung [Doll, Näbauer/Deaver, Fairbank] (50 Jahre!)

1962 (1973) P T l d J h Eff kt [B J h ]1962 (1973) Paar-Tunnel- oder Josephson-Effekt [B. Josephson]

1968            Exp. Entdeckung des Flussliniengitters (Typ-II SL) [Essmann, Träuble]

1986 (1987) H h T S l it i K t [G B d K A Müll ]1986 (1987) Hoch-Tc Supraleitung in Kupraten [G. Bednorz, K.A. Müller] 

2001 Entdeckung der Hoch-Tc -Supraleitung von MgB2 [J. Akimitsu et al.]

2004 E td k i ht t t i h S l it [E B ]2004 Entdeckung nicht-zentrosymmetrischer Supraleiter [E. Bauer]

2008 Entdeckung der Hoch-Tc -Supraleitung in Pnictiden [H. Hosono et al.]
A20



Appendix: Geschichte der Suprafluidität von 4He

1910          HKO entdeckt Dichte-Maximum in flüssigem 4He bei 2.2 K.

1923           - förmige Spezifische-Wärme-Anomalie von flüssigem 4He bei  
T=2.2 K durch HKO und Dana entdeckt in Leiden

1924 V h d B Ei t i K d S N B & A Ei t i1924           Vorhersage der Bose-Einstein-Kond. von S.N. Bose & A. Einstein

1927 Die Begriffe He-I (T>T) und He-II (T<T) werden durch Keesom und
Wolfke in Leiden geschaffen.g

1930           Keesom und van der Ende entdecken Strömung von He-II durch  
Superlecks in Leiden

1935           Wilhelm, Misener und Clark messen den Abfall der Scherviskosität
unterhalb T von He-II in Toronto.

1937 Verschwindende Scherviskosität in He-II in Kapillarströmungs-1937           Verschwindende Scherviskosität in He II in Kapillarströmungs
Experiment  entdeckt von Allen and Misener in Cambridge und
unabhängig davon durch Kapitza in Moskau. 
Publikation beider Arbeiten in Nature 141.

1978           Physik-Nobelpreis für Kapitza.
A21



Appendix: Geschichte der Suprafluidität von 3He

1971          Entdeckung neuer superfluider  (A- and B-) Phasen von 3He bei 2 mK
[D Lee D Osheroff und R C Richardson Nobelpreis 1996][D. Lee, D. Osheroff und R.C. Richardson, Nobelpreis 1996]

1971          Identifikation der superfluiden Phasen als Paar-Kondensate in einem 
relativen Spin Triplett p Wellen Zustand [A J Leggett Nobelpreis 2003]relativen Spin-Triplett-p-Wellen-Zustand [A.J. Leggett, Nobelpreis 2003]

1990 The Superfluid Phases of Helium Three“ (Theorie)1990           „The Superfluid Phases of Helium Three  (Theorie)
D. Vollhardt und P.K. Wölfle

„Helium Three“ (Experiment)
E.R. DobbsE.R. Dobbs

exotische NMR-Phänomene
Texturen und topologische Defektep g
Transporteigenschaften eines verdünnten (Bogolon-) Gases
Massive kollektive Moden des Ordnungsparameters

nach 1973:  superfluides 3He in Rotation (Helsinki, Manchester, …)
nach 1994: superfluides 3He in Silica-Aerogel als Verunreinigungssystem

A22



Appendix: pp
zur Levitation
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